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Resume. Soit k un corps (topologique) de caracteristique nulle. A l'aide 
d'un associateur de Drinfeld $ on peut associer a toute representation p 
d'une certaine k-algebre de Hopf 53 n (k) une representation ${p) du groupe 
de tresses sur le corps k((/t)) des series de Laurent. Nous etudions la de- 
pendance en de $(p) pour certaines representations, dites GT-rigides, 
et en deduisons des representations projectives (continues) du groupe de 
Grothendieck-Teichmiiller GTi(k), done pour k = (Q; du groupe de Galois 
absolu de Q(/^°°). La plupart du temps, ces representations projectives se 
decomposent en caracteres lineaires, que nous determinons pour les represen- 
tations de l'algebre d'lwahori-Hecke de type A. Dans ce cas, nous calculous 
de plus <&(p) pour $ un associateur pair, et en deduisons un modele ma- 
triciel unitaire des representations de l'algebre d'lwahori-Hecke. Pour Pac- 
tion de GTi(k), les representations de cette algebre qui correspondent aux 
diagrammes de Young « en equerre » jouissent de proprietes remarquables. 

Abstract. Let k be a (topological) field of characteristic 0. Using a Drinfeld 
associator, a representation &(p) of the braid group over the field k((/t)) of 
Laurent series can be associated to any representation of a certain Hopf al- 
gebra *B n (k). We investigate the dependance in $ of $(p) for a certain class 
of representations — so-called GT-rigid representations — and deduce from 
it (continuous) projective representations of the Grothendieck-Teichmiiller 
group GXi(k), hence for k = representations of the absolute Galois group 
of QQu/oo). In most situations, these projective representations can be de- 
composed into linear characters, which we do for the representations of the 
Iwahori-Hecke algebra of type A. In this case, we moreover express <&(p) 
when $ is even, and get unitary matrix models for the representations of 
the Iwahori-Hecke algebra. With respect to the action of GTi(k), the repre- 
sentations of this algebra corresponding to hook diagrams have noticeable 
properties. 
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1. Introduction 

VG. Drinfeld a introduit dans pour tout corps k de caracteristique 
et tout A G k une famille A$$,\(k) de series formelles $ en deux variables 
non commutatives qui permettent de construire des morphismes $ d'un 
complete B n (k) du groupe de tresses B n vers le groupe des inversibles de la 
completion d'une certaine k-algebre de Hopf graduee 93„(k). Ces series sont 
appelees des associateurs (de Drinfeld) . On en deduit dans ^2] des foncteurs 
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$ de la categorie des representations (ici toujours supposees de dimension 
finie) de 23 n (k) vers la categorie des representations de B n sur le corps des 
series de Laurent K = k((/i)). L'interet de ces foncteurs est, d'une part, que 
les representations de 2$ n (k) sont plus aisees a etudier et a construire que 
celles de B n , et d'autre part que ces foncteurs jouissent de bonnes proprietes 
en termes de theorie des representations. Notamment, Pirreductibilite et 
Pabsolue irreductibilite des representations est preservee. De plus, certains 
associateurs (les associateurs « reels », c'est-a-dire si k C 3R) permettent de 
construire des representations unitaires de B n — sans pour autant donner de 
modele matriciel, l'explicitation de tels associateurs etant en general delicate. 

La premiere motivation de ce travail est d'expliciter ce qui resulte d'un 
changement d'associateur. Si p est une des representations irreductibles 
usuelles de QS n (k), les representations $i(p) et &2(p) de B n pour $i,$2 G 
AssA(k) et A ^ sont conjuguees par des endomorphismes diagonalisables. 
Nous nous interessons ici a ces endomorphismes, notamment dans le cas des 
representations de l'algebre d'lwahori-Hecke de type A, quotient classique 
de l'algebre de groupe de B n . 

La deuxieme motivation concerne le groupe de Grothendieck-Teichmiiller 
introduit par Drinfeld dans Ce groupe se decline en trois versions, le 
groupe profini GT, sa composante pro-/ notee GT^ l \ et la version k-pro- 
unipotente GT(k). lis se decomposent comme produit semi-direct d'un tore 
et d'un sous-groupe GT\, GT^ ou GT\(k). L'interet arithmetique de ces 
groupes est que le groupe de Galois absolu de Q se plonge naturellement dans 
GT. On a d'autre part des morphismes canoniques GT -► GT® ^ GT(Qi), 
dont on deduit un morphisme du groupe de Galois absolu de Q(/U;oo) vers 
GTi(Qz). 

Ce groupe GT (resp. GT(k)) s'identifie a un groupe d'automorphismes 
d'une completion pro-fmie B n de B n (resp. de la completion B n (k)), de 
meme que B n s'identifie, par Paction d'Artin, a un groupe d'automorphismes 
d'un groupe libre F. Dans ce dernier cas, on obtient classiquement des 
representations projectives de B n a partir de certaines representations de F, 
les « systemes locaux rigides », c'est-a-dire les representations irreductibles 
de F dont la classe d'isomorphisme est inchangee apres torsion par Paction 
de B n . De fagon analogue, nous associons ici des representations projectives 
Qr de GTi(k) a certaines representations i? = #(p), qui presentent de plus 
la particularite que Qr se decompose en caracteres lineaires a valeurs dans 
K x . Parmi ces representations, dites GT-rigides et agregeantes, se trouvent 
notamment les representations irreductibles de l'algebre d'lwahori-Hecke de 
type A. Si k = (Q/, les caracteres obtenus induisent enfin des caracteres 
lineaires du groupe de Galois absolu de Q(/i;°o) a valeurs dans Qi((/i)) x . 



On note P n le groupe de tresses pures. Les resultats principaux de Particle 
sont les suivants. 

Theoreme A. Soit p une representation absolument irreductible, GT-rigide 
et agregeante de 25 n (k), R = $(p) pour un certain <3? S A$$A(k), A ^ 0. Qr 
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est une representation projective continue de GT±(k), non triviale si et seule- 
ment si R([P n , P n ]) = {1}. Si k = Q/, Qr induit une representation con- 
tinue du groupe de Galois absolu de Q(/i/°°), non triviale ssi R([P n , P n ]) = 
{I}- 

D'apres [T2*]. un moyen d'obtenir des representations unitaires de B n 
consiste a calculer $(p) pour p une representation de 53 n (k) satisfaisant 
certaines conditions de symetrie et $ £ A$$,\(k) un associateur tel que 
k C R et A / 0. En particulier, Punitarite des representations de l'algebre 
d'lwahori-Hecke est expliquee par cette construction a partir de represen- 
tations particulieres de Q3 n (k), les representations infinitesimales de l'alge- 
bre d'lwahori-Hecke. En revanche, aucun associateur reel n'etant a l'heure 
actuelle explicitement connu, il est en general difficile de calculer <&(/?). 
Neanmoins, on sait qu'existe $ € A$$i(Q) pair, c'est-a-dire tel que 
$(-x,-y) = $(x,y). 

Theoreme B. Si p est une representation infinitesimale de l'algebre d'lwahori- 
Hecke, et <3? G A$$A(k) pour A ^ est pair, un modele matriciel de 3>(p) 
est donne par la proposition^ En particulier, si k C R, ces representations 
sont unitaires au sens de |12j . 

L 'etude de Qr pour R la representation de Burau reduite (avec n variable) 
fait apparaitre une famille de caracteres Xd, d>2,de GTi(k) vers (k[[/i]]) x . 

Theoreme C. Les caracteres Xd> d > 2, sont algebriquement independants. 
Si R est une representation irreductible de l'algebre d'lwahori-Hecke de type 
A, les caracteres intervenant dans la decomposition de Qr sont des mondmes 
(explicitement determines) en les Xd- 

Une representation irreductible R de l'algebre d'lwahori-Hecke associee 
a un diagr amine de Young a etant donnee, une situation remarquable se 
produit lorsque les caracteres qui interviennent dans la decomposition de 
Qr sont deux a deux distincts. On dit alors que Qr est sans resonances. 

Theoreme D. La representation Qr est sans resonances si et seulement si 
a est en equerre ou correspond a la partition [2,2]. 

Cet article comporte trois parties, qui exposent successivement les preli- 
minaires necessaires, les proprietes generales des actions de GTi(k) obtenues, 
et enfin l'etude particuliere aux representations de l'algebre d'lwahori-Hecke. 
Le theoreme A est demontre en sections 3.4 et 3.5 (corollaire de la proposi- 
tion [3 et proposition EJ) . Le theoreme B est demontre en section 4.4 (propo- 
sition |3J), le theoreme C en section 4.5 et le theoreme D en section 4.6 
(proposition EJ. Certains calculs utiles sont repousses en appendice, ainsi 
qu'une generalisation de ces representations projectives de GT±(k) en des 
1-cocycles de GT(k). 

2. Preliminaires 

2.1. Tresses et tresses infinitesimales. On note B n pour n > 1 le groupe 
de tresses a n brins, en convenant B\ = {e}. On note P n le groupe de tresses 
pures, noyau de la surjection canonique ir : B ri — ► <5 n , & n designant le 
groupe symetrique sur n lettres. Pour r < n, on identifiera B r au sous-groupe 
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de B n forme des tresses qui laissent les n — r derniers brins droits. Soit k un 
Q-anneau, et T n (h) la k-algebre de Lie d'holonomie definie par generateurs 
Uj, 1 < i, j < n et relations tu = 0, % = tji, [tij,t kl ] = si k,l} = 4 et 

[tij,tik+tkj] = pour tous k. Soit alors 25«(k) la version infinitesimale du 
groupe de tresses, c'est-a-dire le produit semi-direct de l'algebre de groupe 
k(S n du groupe symetrique par l'algebre enveloppante universelle de T n (h), 
Paction donnant le produit semi-direct etant s.tij = i s (i) s (f)- Ces algebres 
sont naturellement graduees, par deg(tij) = 1 et deg(s) = si s £ & n . On 
note T n (k) et 58 n (k) leur complete par rapport a cette graduation. 

On notera eri, . . . , <r n _i les generateurs d'Artin classiques de B n , £jj = 
(Jj-i . . . Ci+i&i c^li ■ ■ ■ a j\ les generateurs traditionnels de P n , et 

s 2 

o r = a r -i . . . aiV\0-z ■ ■ ■ oy-i- 

Rappelons que ces elements 52,---,S r engendrent un sous-groupe abelien 
libre a l'interieur de P n , et que de plus 5 r = 7r7^i ou 7 r = (o\ . . . o>_i) r G 
B r engendre le centre de B r pour r > 3. Les analogues infinitesimaux de 5 r et 
7 r sont notes 3^. = t\ r + - ■ -+t r -i^ et Z r = Y2i<i j<r ^u- ^n a7 r = Z r —Z r —\. 

Soit C r P n pour r > la suite centrale descendante de P n , definie par 
C°P n = P n , C x P n = [P n ,P n ] (groupe des commutateurs) et C r+1 P n = 
[P n ,C r P n ]. On note P n (k) ce que Drinfeld appelle la completion k-prouni- 
potente de P n , c'est-a-dire la limite projective des (P n /C r P n ) (g> k. Comme 
la suite centrale descendante de P n est separante, c'est-a-dire que les sous- 
groupes C r P n ont une intersection triviale, et que de plus les quotients 
Pn/C r P n sont sans torsion, le morphisme naturel de P n dans ces completions 
est injectif. L'action par conjugaison de B n sur son sous-groupe P n s'etend 
naturellement en une action de B n sur P n (k). On note B n (k) le quotient de 
B n x P n (k) par le sous-groupe (distingue) engendre par les elements a.a^ 1 
pour a£P n = B n nP n (k). 

2.2. Groupe libre et groupe de Hausdorff. Soit k un corps de car- 
acteristique 0, »4(k) = k <C y > la k-algebre des series formelles a co- 
efficients dans k en des indeterminees non commutatives x et y. Si k est 
un corps topologique, on munit ^4(k) de la topologie de la convergence sim- 
ple de ses coefficients, ce qui en fait une k-algebre topologique complete. 
On note £(k) l'ensemble des series de Lie formelles en x et y a coefficients 
dans k, naturellement identifiee a la sous-algebre de Lie de »4.(k) formee des 
series de Lie en x et y, et A+(k) C A(k) l'ensemble des elements de terme 
constant nul. Inversement, _4(k) s'identifie a la completion de l'algebre en- 
veloppante universelle de l'algebre de Lie libre sur x, y pour la graduation 
deg(x) = deg(y) = 1. L'ordre uj(f) de f £ A(k) est par definition le degre 
de son monome de plus bas degre. On note encore A4(k) ce que Bourbaki 
appelle le groupe de Magnus, c'est-a-dire le groupe des elements de ^4(k) 
de terme constant egal a 1, et H(k) = exp£(k) C A^(k), c'est-a-dire le 
groupe de Hausdorff, ensemble des elements de A(h) qui sont grouplike 
pour sa structure naturelle d'algebre de Hopf completee. Si k est un corps 
topologique, toutes ces parties de A(k) sont munies de la topologie induite. 

II est classique (cf. [Q ch. II §5) que l'exponentielle et le logarithme four- 
nissent des isomorphismes entre -4+(k) et M(k) d'une part, >C(k) et 7i(k) 
d'autre part. On verifie facilement que, pour / £ A+(k), les coefficients 
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de exp(/) sont des polynomes en les coefficients de /, et qu'ainsi l'applica- 
tion exp : «4+(k) — ► M(k) est continue si k est un corps topologique. II 
en est de meme pour Papplication logarithme, ce qui montre que A+(k) et 
M.(k) d'autre part, £(k) et H(k) d'autre part, sont homeomorphes par ces 
applications. 

Si f(x,y) G M.(k) et u, v G £(k) C A+(k), on definit classiquement 
la substitution f(u,v). Si f(x,y) G Ai(k) et u, v G H(k) = exp£(k), on 
definit, suivant l'usage de Drinfeld dans [Hj, f(u,v) comme / (log (u), log (v)). 
Cette ecriture s'etend naturellement et permet de definir f(u, v) pour u, v 
dans la completion k-pro-unipotente de n'importe quel groupe. En partic- 
ulier, pour u,v G P n (k), f(u,v) G -P n (k). 

Soit F le groupe libre en deux generateurs x, y. II est classique (cf. pQ 
ch. II §5 no. 3, th. 1) que l'application x i— > e z , y i— > se prolonge en un 
morphisme de groupes qui plonge F dans H(k), et que ce plongement se 
factorise par la completion pro-nilpotente F de F : on a F ^ F ^> 7~C(k), le 
deuxieme morphisme etant continu si k est un corps topologique. De meme, 
l'application x \—* 1 + x, y ^ 1 + y plonge F et F dans M(k) de facon 
continue. Si l'on etend les notations A4(k) et A(k) de fagon naturelle au cas 
ou k est un anneau unitaire, cette derniere application plonge en fait F et 
F dans M(T). 

2.3. Associateurs de Drinfeld. Pour tout Q-anneau k et tout A G k, 
on definit suivant [Sj l'ensemble Ass^(k) des $ G A(h) qui satisfont les 
equations suivantes : 

(1) A($) = 

(2) $(y,x) = $(x,y)" 1 

(3) e Ax/2 $(z, x)e Xz/2 <Z>(y, z)e Xy/2 <S>(x, y) = 1 

(4) (d 3 *)(di*) = (d ^)(d2^)(d 4 $) 

avec 2 = —x — y. Les equation Q et (j3J) sont appelees equation de l'hexagone 
et du pentagone, respectivement. Dans la relation (pQ), le symbole ® designe 
le produit tensoriel complete et A le coproduit associe a Identification de 
A(k) avec la bigebre enveloppante de £(k). Finalement, pour que l'equation 
JU) ait un sens, il nous faut definir 



' d 3 <f> = 


$(*12,*23 +*24) 


di$ = 


*(*13 + *23,*34) 


d Q $ = 




^2$ = 


*(*12 + *13,*24 + *34) 


^ = 


*(tl2,*23) 



de sorte que @ est une equation dans UT^k). Remarquons finalement 
que l'equation Q est equivalente a dire que $ G 7i(k). On montre facile- 
ment que, pour tout Q-anneau k et tout A G k, Ass^(k) = Ass_^(k). 
En particulier, a tout $ G Ass^(k) on peut associer un autre associateur 
Q(x,y) = <&(— x, —y) G A$$,\(k). Si Ton suppose qu'existe un <3? G A$$A(k), 
il est facile de determiner la forme de ses premiers termes. En particulier, il 
existe toujours c G k tel que y) vaille y]+c ([x, [x, y]] — [y, [y, x]]) 

plus des termes d'ordre superieur (cf. par exemple ^2] prop. 1). Etant donnee 



6 



IVAN MARIN 



l'importance pour nous de ce coefficient, nous le considerons comme une 
fonction c($) de l'associateur. 

Dans PI, Drinfeld construit explicitement un associateur &kz G Assi(C) 
a partir de l'etude du systeme differentiel de Knizhnik et Zamolodchikov. 
Une formule explicite pour les coefficients de <&kz est due a Le et Murakami. 
En particulier, c($kz) = — C(3) / (2i7r) 3 ^ , done <&kz ^ ^kz puisque 
c($) = — c(3>). II introduit d'autre part l'ensemble des associateurs pairs 
Ass^k), dermis comme l'ensemble des <1> G A$$ A (k) tels que <& = <!>, et 
montre Ass?(Q) / (cf. PJ prop. 5.3). 

Ces associateurs permettent de defmir des morphismes de B n (k) vers le 
groupe (23 n (k)) x des inversibles de *B n (k). Plus precisement, a tout G 
Ass A (k) on associe un morphisme <3? : B n (k) — ► (<B n (k)) x tel que 

*(o-j) = $(ti ! i + i,y i )siexp(A^ ii+ i/2)$(y i ,t iii+ i) 

On verifie aisement (cf. ^5] p. 9 prop. 2) que <&(5 r ) = exp(AY^) pour tout 
$ G Ass A (k) et r G [2,n]. 

2.4. Le groupe de Grothendieck-Teichmiiller k-pro-unipotent. Le 

groupe GT(k) est l'ensemble des couples (A, /) G k x x Tt(k) qui verifient 
f(u,v) = f{v,u)~ l pour tous u, v G H(k), f(w,u)w m f(v,w)v m f(u,v)u m = 
1 pour tous u,v,w G H(k) tels que nut/; = 1 et m = (A — l)/2 (equation de 
Phexagone), et enfin une equation dans P^(h) : 

/ (62 , ^23^24 ) / (?1363 , ^34) = /(C23 , ?34 ) / (6263 , £24 £34 ) / (?12 , &3 ) ■ 

Si k est un corps topologique, on munit GT(k) de la topologie naturelle de 
k x x Ti(h). C'est un groupe (topologique) muni de la loi (Xi, fi)-(X 2 , f 2 ) = 
(A, /) avec A = A1A2 et 

f(u,v) = f 1 (f 2 (u,v)u x *f 2 (u,v)- 1 ,v x *)f 2 (u,v) 

En particulier, on a un morphisme de groupes (topologiques) GT(k) — ► 
k x , dont le noyau est note GTi(k). Ces groupes admettent des analogues 
infinitesimaux, definis comme suit. Soit GRT\{k) = A$$o(k), muni de la 
loi fx-h = f avec f(x,y) = f 1 (f 2 (x,y)xf 2 (x,y)~ l ,y)f 2 (x,y). C'est une loi 
de groupe (topologique) et on a une action de k x sur GRTi(k), definie par 
c.f(x,y) = f(c~ 1 x,c~ 1 y). L'analogue infinitesimal de GT(h) est alors defoii 
comme GRT(k) = k x x GRTi(k). Plus generalement, la meme formule 
donne une action a droite de GRTi(h) sur A$$ A (k), pour tout A G k : si 
$ G Ass A (k) et / G Ass (k) = GRT^k), on a $./ G Ass A (k). De plus, 
cette action est libre et transitive d'apres PJ prop. 5.5. 

Le lien entre les groupes G-RTi(k) et GTi(k) est donne par leur action 
commune sur les associateurs. On a en effet une action a gauche (/, $) 1— > 
de GTi(k) sur Ass A (k), ou 

(f.$)(x,y) = /($(x,y)exp(x)$(x,y) _ \exp(y))$(a;,7/). 

Comme cette action est egalement libre et transitive d'apres P] prop. 5.1 
et que les deux actions commutent, a tout <3? G Ass A (k) est associe un 
isomorphisme t$ : GRT±(k) — > GTi(k) defini par <3?./ = /,$(/).$ pour tout 
/ G GRT^k). 
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Le groupe GTi(k) agit a droite sur 5 n (k) par les formules o\ \- ► a±, oy t— ► 
f{8 r ,a^.)~ 1 a r f{5 r ,al) pour / G GTi(k). De plus, pour tous $ G Assi(k), 

a G B n et / G GTi(k), on a $(a.f) = (f\$)(a). Effet, il suffit de verifier 
cette egalite sur les generateurs d'Artin parce que GTj(k) agit sur P n (k) 

par automorphismes de groupe; or (/.<3?)(<7 r ) = Q<&(0y)Q _1 avec Q egal a 

/($(t r)r+ i,F r )exp(t rjr+ i)$(F J .,t r)r+ i),exp y r ) = / (£(<r r 2 ),$(£ r )). 
On en deduit l'egalite voulue. 

2.5. Un resultat de densite. Le but de ce paragraphe est de demontrer 
le theoreme suivant. 

Thorme 1. Si L est un corps topologique et L' C L est un sous-corps 
topologique dense de L, alors GT\(L') est dense dans GT\{L). 

Pour demontrer le theoreme, on choisit G AfflSi(Q) C Assi(L') C 
Assi(L) et on utilise l'isomorphisme t$ entre GRT\(L) et GT\{L). II envoie 
GRTi(L') sur GT\{L'). Ces isomorphismes respectent la topologie, comme 
le montre le lemme suivant. 

Lemme 1. Soil k un corps topologique. La bijection t$ associee a <I> G 
Assi(k) entre GRT\{k) et GTi(k) est un homeomorphisme. 

Demonstration. Soit g G GRT\(h) et / = t$(<?) G GTi(k). Par definition, la 
relation entre f et g est donnee par les formules 

(5) ®'(x,y) = $(g(x,y)xg(x,y)~ 1 ,y)g(x,y) 

(6) &(x,y) = f(<f>(x,y)exp(x)<f>(x,y)- 1 ,exp(y))<f>(x,y) 

II est clair que la relation (JSJ associe continument, a tout element g G «M(k), 
un element $' G A4(k). Posant / = expoF avec F G £(k), la relation © 
dit qu' alors 

F (log ($(z, y) exp(x)$(x, y)" 1 ) , y) = log (*'(z, y)$(x, y)" 1 ) . 

Or il existe P G -4(k), w(-P) > 2, tel que log y) exp(x)<I>(x, y) _1 ) vaille 
x + P. Comme l'application i— ► log (<1 )/ <I> _1 ) est continue, il suffit de 
montrer que l'endomorphisme continu A du k-espace vectoriel topologique 
A+(k) defini par F(x,y) i— ► F(x + P, y) admet une reciproque continue. 
Or, pour tout F G «4+(k), (A — Id)(F) est d'ordre strictement superieur 
a u>(F), ainsi l'ordre de (A — Id) n (F) est au moins uj{F) + n et A -1 = 
XX A — Id) n (— 1)™ est continu pour la topologie de la convergence sim- 
ple puisque chaque (A — Id)™ Test. La continuity du morphisme inverse 
GTi(k) — > GPTi(k) se montre de meme. □ 

II suffit done de montrer que GRTi(L') est dense dans GRT\(L). Or, 
pour tout corps k, GRT\(J£) est naturellement defini comme l'ensemble des 
k-points d'un Q-schema en groupe pro-unipotent GRT\ dont Palgebre de 
Lie gtti est une sous-algebre de Lie de C definie par des equations lineaires 
(cf. [3] p. 851 et prop. 5.7) a coefficients rationnels. On en deduit gvti(L) = 
grt 1 (L / ) ^l 1 L, et gxti(L') est dense dans grt 1 (L). Pour avoir la conclusion 
du theoreme, il suffit de montrer que l'application exponentielle de cette 
algebre de Lie dans son groupe de Lie est continue. Pour tout / G «4+(k), 
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notons Df l'unique derivation continue de A(h) qui verifie Df(x) = [f,x] 
et Df(y) = 0, et Sf l'endomorphisme lineaire de A(k) qui a g E A(k) 
associe sj(g) = gf + Df(g). On a uj(sf(g)) > ui(g). Comme GRT\ est pro- 
unipotent en tant que schema en groupe sur (Q, l'application exponentielle 
associee est surjective. L'image de / G grt 1 (k) dans GRT\{k) est donnee par 
exp(s/)(l) (cf. ou ^3] prop. 2.9 pour plus de details), on en deduit que 
cette application est continue. Le theoreme est ainsi demontre. 

2.6. Caracteres de Soule. Pour I un nombre premier, notons ^x/oo la limite 
inductive sur n des et T le groupe de Galois absolu de Q(/^°°), muni de 
sa topologie naturelle de groupe profini. 

Soule a defini une classe de caracteres de F a valeurs dans le groupe additif 
7L\, dont nous rappelons brievement la construction. Soit m > 3 impair. Pour 
tout n > 1 (resp. n > 2 si I = 2) on note £n une racine primitive P-ieme de 
1, et 

w = ri(c - i) [am_i] 

a 

ou a parcourt les entiers strictement compris entre et l n qui sont premiers 
a I et [a m_1 ] designe le reste de la division euclidienne de a m_1 par l n . 
Comme m — 1 est pair, e m ^ n est totalement reel et totalement positif. Pour 
u, v > on note u v = exp(u logti). II existe alors, pour tout a £ T, un unique 
/t m (cr) G 2^ tel que, pour tout n > 1 (n > 2 si I = 2), 

fJ ((ei, ri )=a(e m , ri )^Cn m{,T) 

Ces applications K m sont les caracteres de Soule. 

Si / = 2, e 3i2 = £3,3 = £5,3 = £5,2 = 2, done k 3 (<t) et k 5 (<j) sont congrus 
modulo 8. D'autre part, le fait que v2 G Q(jUs) implique que Ks(a) est 
divisible par 2. Si Z = 3 on a £3^ = £5^ = (j — l)(j 2 — 1) = 3, done de meme 
K3(<j) est congru a ^5(0") modulo 3. 

On utilisera egalement la notation, a I fixe, kJ,((j) = K m (c)/(7 m-1 — 1). 
Le principal resultat dont nous aurons besoin concernant ces caracteres est 
le suivant : 

Proposition 1. Pour tout nombre premier I, K3 7^ 0. 

Demonstration. Si I est impair, cela decoule du resultat general de Soule 
sur la non trivialite des n m (cf. |14l I15j . voir egalement Le cas I = 2 
est elementaire : il suffit en effet de montrer que X 4 -2 n'admet pas de 
racine dans L = Q(/X2°°)> extension galoisienne abelienne de Q. C'est le cas, 
soit parce que <Q(\^2) C R serait autrement une extension galoisienne de 
Q (car Gal(L|(Q) aurait Gal(Q(v / 2)|Q) comme sous-groupe, necessairement 
distingue), soit parce que Q(v^2, i), extension non abelienne de Q, serait 
autrement incluse dans L. □ 

On a un morphisme Gal(Q|Q) — > GT(Qj) (cf. [SI EI)- Son compose avec 
le morphisme naturel GT((Q;) — > (Q z x est la composante en I du caractere 
cyclotomique. On en deduit un morphisme m du groupe de Galois absolu de 
(Q(/^/oo) vers GTi((Qj). Pour alleger les notations, pour a G Gal((Q|(Q(yU;oo)) 
nous noterons cr.^, xl ") pour m(<r).$, x m(a). 
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2.7. GT\ (k) et GRT^k) en degre 3. On note w x = [x, [x,y]] et w y = 
[y, [y,x]]. Soient A G k x , $ G A$s A (k), / G GFTi(k), F G GTi(k). Pour 
a,b £ A(k), on note a = fe si a;(a — 6) > 4. On sait qu'existe c G k tel 



que $ = 1 + + t{w x — w y ). Comme GRTi(k) = A$$o(k), il existe 

z G k tel que / = 1 + z(w x — w y ). Comme F G TC(k), F = exp^ pour 
un certain -ip G £(k). On a done ifc = a\x + a,2V + as[x,y] + a^w x + 
pour certaines valeurs des aj G k. L'equation F(u,v)F(v,u) = 1 implique 
ci2 = — ai en degre 1, puis a\ = en degre 2, l'equation de l'hexagone en 
degre 2 implique 03 = 0, et enfin la premiere equation en degre 3 implique 
05 + 04 = : il existe done z'el tel que F = 1 + ^(wi — w y ). Les valeurs 
z, A, c, 2/ etant fixees, 

(*./)(*, y) = ^M- 1 ,!/)/ = l + |[x,y] + (c + z)K-^) 
(F.$)(x,y) = F^e**" 1 ,^)* = 1 + ^[x, y] + (c + z'){w x - w y ) 

L'isomorphisme associe a induit done toujours Pidentite en degre 3 
(e'est egalement une consequence elementaire du theoreme de Drinfeld selon 
lequel le gradue de Palgebre de Lie de GTi(k) est isomorphe a grt 1 (k)). 
D'autre part, gttjXk) est une k-algebre de Lie graduee qui contient l'element 
w x — w y done, pour tout z£l, GFTi(k) contient l'exponentielle (au sens 
du groupe) de z(w x — w y ), qui est congrue a 1 + z(w x — w y ). En particulier, 
on deduit des formules precedentes et de l'existence, pour tout A G k, d'un 
associateur <3? G A$$ A (k) le lemme suivant. 

Lemme 2. Pour tous c, A G k, il existe G A$$A(k) tel que c($) = c. En 
particulier, pour tout A G k il existe <1? G A$$ A (k) tel que c(<I ) ) 7^ 0. 

Nous allons egalement determiner le terme de degre 3 pour l'image du 
groupe de Galois. On a un morphisme du groupe de Galois absolu de 
vers le groupe de Grothendieck-Teichmiiller pro-Z, qui envoie un element a 
du groupe de Galois sur un element f a du complete pro-l F du groupe libre 
en deux generateurs u, v. II est classique que F; se plonge dans Tt(Q,i) par 
l'application u 1— > e x , v >— > e y . L'image de f a par ce morphisme sera notee 
Df. On a Df° G GT X (Q,). 

On peut egalement plonger F dans A(Zi) en envoyant u et v respec- 
tivement sur 1 + x et 1 + y. On note If 7 G A(JL\) l'image de f a par ce 
morphisme. On a immediatement, dans *4(Q/), 

Df (log(l + x), log(l + y)) = ir(x, y), lf{e x - 1, e" - 1) = Df°(x, y). 

Introduisons alors, suivant Y. Ihara (cf. 6 ), la decomposition naturelle 
A(k) = k © .4(k)x © A(k)y, notons p x la projection sur les deux premieres 
composante, et iT a b la restriction du morphisme d'abelianisation .A(k) — > 
h[x, y] a k © ^4(k)x. Ihara montre que 

/ \ 



tpab = ^ab ° Px(If a ) = exp 



-^((i + yr-r-H 

^— ' ml 

m>3 

\m impair / 



avec X = log(l + x), Y = log(l + y). En particulier, if>° b = 1 + K^(a)(yx 2 + 
y 2 x)/2. Alors, si Df a = 1 + a(w x — w y ), on a If 7 = Df a et, de ir ab o 



10 



IVAN MARIN 



Px(w x ) = -x 2 y et 7r ab o p x (w y ) = y 2 x, on deduit ip° b = 1 - a(y 2 x + yx 2 ) et 
a = —K^(a)/2. On a done montre 

Lemme 3. L'image de a E Gal(Q|<Q(//j°o)) c?cms GTi(Q/) t>aui 

l-^([x,[x !y ]]-b,[y,x]]) 
p/us cies termes d'ordre superieurs. Pour tout $ E Ass,\(Qz)> 

c(a.*) = c(*)-^. 

3. Action de GTi(k) sur les representations de i? n 

3.1. Generalites. Soit k un corps de caracteristique 0, A = h[[h]], K = 
k((/i))- Soit 

V N (k) = {Re Hom(B n , GL N (A)) \ R(C r P n ) C 1 + h r+1 M N (A)}. 

On a V N (k) C Rom(B n ,GL N (A)) C Hom( J B n , GLn{K)). Tout E V/v(k) 
se prolonge naturellement en R E Hom(5 n (k), GLn(A)). On en deduit une 
action a gauche de GTi(k) sur Vjv(k) : a i? E Vzv(k) et / E GTi(k) est as- 
socie /.ii = 5 definie par 5(a) = R(a.f) pour tous a E -B n . Soit maintenant 
V(k) = Hom(«B ri (k),M i v(k)) et $ E A$$ A (k). A tout p E V(k) on associe 
p E Hom(53 n (k), Mn(A)) definie par p~(Uj) = htij, ~p(s) = p(s) pour s E & n , 
et $(p) = po $ E Hom( J B n ,GLAr(yl)). On verifie aisement $(p) E V)v(k). 
Les proprietes de theorie des representations du foncteur $ ont ete etudiees 
par l'auteur dans |12j . 

Soit maintenant / E GTi(k). On a, pour tout a E -B n , 

/.8(p)](a) = $(p)(a./) = po$(a./) 

d'ou f-&(p) = f-&(p) = ^-^J 1 (/) (j°) • O n s'interesse ici a une classe partic- 
uliere de representations de B n . Nous dirons d' une representation R \ B n — > 
GLn(A) qu'elle est (absolument) irreductible s'il en est ainsi dans GLn{K). 
Deux telles representations R et R' seront dites isomorphes si elles le sont 
dans GLn(K). 

Definition 1. Une representation absolument irreductible R E Vjv(k) est 
dite GT-rigide si g.R est isomorphe a R pour tout g E GTi(k). 

Comme Taction de GTx(k) sur Vjv(k) commute a Taction par conjugaison 
a droite de PGLn(K) sur Hom(U n , GLn(K)), on associe a tout R E Vjv(k) 
GT-rigide une representation projective Qr : GTi(k) — > PGLn(K) par 
g.R = Q R {g)- l RQ R {g) = R.Qn(g). 

Soit p : Q5 n (k) — * Mjv(k) une representation absolument irreductible de 
QS n (k). D'apres ^21 la representation $(p) associee est absolument irreductible 
pour tout $ E A$$A(k), pourvu que A E k x . Si <3?(/o) est GT-rigide pour un 
tel <E>, il en sera de meme pour tous. Par abus, nous dirons alors que p est 
GT-rigide. 
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D'autre part, si R = $(/o) est GT-rigide, cette representation s'etend en 
une representation de GT\{L) dans PGL^(L((h))) pour tout surcorps L de 
k. Enfin, pour toutes representations R\ G Vjv 1 (k), R2 G VKr 2 (k), g G GTi(k) 

et^cr G B n , on a i?i <g> R 2 G VjviAT 2 ( k ) et (5.(^1 <8> R2))(o) = R\ ® Rz{(T.g) = 
Ri(a.g) <g) R2(cr.g) done <7.(i?i <8> -R2) = (g-Rl) 8> {g.R-z). Si i?i et i?2 sont 
GT-rigides, on en deduit que i?i (g> -R2 est conjuguee a g.(Ri ® R2) par 
Qrx ® Qr 2 ■ 

3.2. Agregeance et caracteres. 

3.2.1. Action de G m (k). On identifie G m (k) = k x a un sous-groupe des 
k-automorphismes de K = k((/i)), en faisant agir a G G m (k) sur f(h) G K 
par / 1— > / a avec f a (h) = f(ah). L'anneau 4 C if est laisse stable. 
Si k est un corps topologique, cette action est continue. Elle s'etend na- 
turellement a GL^{K) et PGL^(K), done egalement a Hom(G, GLjy(K)) 
et Hom(G, PGLn(K)) pour tout groupe G. Soit R G Vjy'(k). II existe a 
priori deux facons de faire agir a G G m (k) sur R, soit par R a , soit par 
(-R) a , e'est-a-dire par Paction de G m (k) soit sur Hom(£> n , GLn(A)), soit 
sur Kova(B n (k),GLpf(K)). Comme Taction de G m (k) sur K est continue 
pour la topologie /i-adique (ce qui revient a munir k de la topologie discrete), 
on verifie facilement que R a = (R) a , done que Paction de G m (k) est bien 
definie. De plus, Viv(k) est stable sous Paction de (G m (k). On en deduit 
que Paction de GTi(k) sur V/v(k) commute a celle de G m (k) : pour tous 
g G GTi(k), a G G m (k), g.R a = (g.R) a . En particulier, si R est GT-rigide, 
R a Pest egalement pour tout a G <G m (k) et Q^a = (Qn) a . D'autre part, 
G m (k) agit par automorphismes sur 23 n (k) : a a G G m (k) on associe Pu- 
nique automorphisme d'algebre de Hopf tel que Uj 1— ► atij pour 1 < i, j < n 
et qui laisse & n C 23 n (k) invariant. On en deduit une action p ^ p a sur 
VW(k) ; elle verifie = pour tout $ G Ass A (k). 

3.2.2. Representations agregeantes. Soit T> n la sous-algebre de Lie commu- 
tative de T n engendree par Y%, . . . ,Y n . Suivant ^2j on appelle agregeante 
toute p : 53 n (k) — > Mjv(k) telle que p(DV n ) egale la sous-algebre de Mjy(k) 
formee des matrices diagonales. Pour une representation agregeante, Pirre- 
ductibilite equivaut a l'absolue irreductibilite (cf. ^Tj, cor. 2 de la prop. 
3). De plus, si p\ G VTv^k) et P2 G VAr 2 (k) sont deux representations 
agregeantes et (absolument) irreductibles, il en est de meme de p" 1 (g) p^ 2 
pour (01,02) G G m (k) 2 generique d'apres [TT] . 

Soit D n le sous-groupe abelien libre de P n engendre par 82, ■ ■ ■ ,5 n . Sup- 
posons que R G Vjv(k) est GT-rigide et telle que R(52), R(S n ) engendre la 
sous-algebre de Mjy(K) formee des matrices diagonales. Cette derniere con- 
dition est en particulier satisfaite si R = <&(p) pour un certain <3? G A$$A(k), 
A G k x et p G Vjv(k) agregeante, puisqu'alors R(S r ) = ex.p(XhY r ) pour 
r G [2,n]. D'autre part, pour tout r G [2, n] et pour tout g G GTi(k), 
<5 r .g = 5 r . Cette egalite peut se demontrer directement a partir des equations 
de definition de GTi(k), ou se deduire de l'existence d'un <5 G Assi(k) : on 

a ®(5 r .g) = (f.&)(5 r ) = <5(5 r ), done 8 r .g = 6 r . On en deduit (g.R)(5 r ) = 
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R(S r ), done tout Qn(g) commute a R(5 r ) pour tout r G [2,ra], et appar- 
tient ainsi a l'image dans PGL^(K) des matrices diagonales inversibles de 
M N (K). 

En particulier, l'image de GT±(k) dans PGLn(K) est commutative done, 
si R = <3?(/o), Q_r ne depend pas du choix de <5 G Assi(k). En effet, si 
Ton pose $' = r.$ pour un certain r G GTi(k) et i?' = pour tout 

5 G GTi(k) on a alors Q/j'(sO = Qr{t~ 1 9t) = Qn{g). 

3.2.3. Proprietes des caracteres. Le morphisme de (K X ) N vers G m (X) Ar_1 
defini par (x±, . . . , xa?) i— ► (^2/^1, X3/Z2, ■ ■ ■ , xn/xn-i) de noyau -fT x induit 
un isomorphisme (K X ) N / K x — > G m (ii") _1 . On en deduit iV— 1 caracteres 
GTi(k) — ► (G m (if) de GTi(k) que Ton numerate Qr,2, ■ ■ ■ ,Qr,n suivant 
l'ordre des vecteurs de base de K N . Naturellement et par convention, on pose 
Qr : i = 1. Pour tout a G G m (k) on a Q_Ra j = (Qr^) 01 . Si ces iV— 1 caracteres 
sont distincts et non triviaux, nous dirons que R est sans resonances. Cette 
derniere propriete ne depend pas de l'ordre des vecteurs de base que Ton a 
choisi. 

De plus, comme R est absolument irreductible, il existe a G hB n tel que 
-R(ct) G Mn(A) ait tous ses coefficients non mils. Pour tout g G GTi(k), 
on a alors QR(g)(g.R)(a) = R{o-)Qn{g). Si Ton note sous forme matricielle 
R(a) = (xij), (g.R)(a) = (Vij(g)) pour 1 < i,j < N, Q R (g) = diag(ai,a 2 , ... , 
avec ai = QR,i{g), cette equation est equivalente a Xijdj = aiVij(g) pour 
tous En particulier, QRj(g) = yij(g)/x\j pour tout j. Si k est un corps 
topologique on en deduit que chaque Qr^ est continu, chaque yij etant une 
fonction continue de g G GT\{k). 

Pour R G Vjy(k), notons R G Hom(S n , GLjy(k)) la reduction de R 
modulo h. Comme R(P n ) C 1 + hMjy(A), R se factorise par & n . C'est 
la representation du groupe symetrique associee a R. Si R = -R s'i- 

dentifie a la restriction de p a S n . Pour la representation R choisie ici, si 
R est (absolument) irreductible on peut choisir a G hB n tel que R(cr) ait 
tous ses coefficients non nuls, done chaque x\j est inversible dans A. On en 
deduit que chaque Qr^ est alors a valeur dans G m (^4). Nous avons montre 
dans [0] que cette situation (i.e. que R est absolument irreductible) a lieu 
essentiellement lorsque R se factorise par l'algebre d'lwahori-Hecke (cf. [2]). 

De fagon generale, si Ton suppose R = <&(p) pour un certain $ G Assi(k) 
et p absolument irreductible et agregeante, les caracteres sont toujours a 
valeurs dans A\ = exp^4o> °u -^-o = hA et Ai = 1 + hA. En effet, il existe 
alors (voir ^2] section 3.1.2) un element a G KB n independant du choix 
de $ G AffiSi(k) tel que $(p)(cr) = tuq + hm avec m G Mn(A) et tuq 
Pelement de M7v(k) dont tous les coefficients sont egaux a 1. On en deduit 
Q R ,j(g) G A 1 pour tout g G GTi(k). 

Sous certaines conditions (d' « unitarite ») on peut alors montrer que le 
logarithme de ces caracteres est une serie formelle impaire en h sans terme 
lineaire (voir en 4.5). 

3.3. Continuity. Nous demontrons que les representations projectives Qr : 
GTj(k) — ► K x sont continues si k est un corps topologique. Cela decoule 
de considerations generales que nous rappelons ici par manque de references 
adequates. 
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Si K est un corps topologique et A une K-algebre a unite de type fini 
(munie de la topologie induite), l'ensemble de morphismes d'algebres a unite 
Hom(.4, Mn(K )) est naturellement muni d'une topologie. Elle est telle que 
si gi,...,g r forment un systeme quelconque de generateurs de A, l'appli- 
cation R ^> (R(gi))i=i., r G Mn(K) v est un homeomorphisme de A sur son 
image. Pour R G Hom(A, Mn(K)) on note O(R) son image sous Taction 
par conjugaison de PGL^(K). On a alors la 

Proposition 2. Si R G Hom(A, Mn(K)) est absolument irreductible, alors 
P i — ^ P.R est un homeomorphisme de PGL^(K) sur 0{R). 

Demonstration. La bijectivite decoule du lemme de Schur. II s'agit de mon- 
trer que la reciproque est continue. D'apres le theoreme de Burnside R(A) = 
Mn(K) done quitte a quotienter par Ker R on peut supposer R bijective. On 
note (Eij) pour 1 < i, j < N la famille des matrices elementaires de Mn(K) 
et Qij = R~ l {E ij ). On plonge Rom(A,M N (K)) dans M^(K) n2 (de facpn 
PGLTv(i^)-equivariante) suivant ces generateurs, ou Ton note M^(K) = 
M N (K) \ {0}. Soit (A u ' v ) pour 1 < u, v < N un element de M* N (K) N ' 2 avec 
A u ' v matrice de terme general (a^'J). Soit P G GLn(K), Q = P -1 de terme 
general (pij), (lij)- Si, pour tous u,v, on a PE UyV Q = A u ' v , e'est-a-dire 
PiuQvj = a™ pour tous i,j,u,v, il existe io,jo,u Q ,v tels que (3 = a" o °^° / 0, 
d'ou Pi u ^ 0, q Vo j / 0. La restriction de l'inverse de P ^ PP a l'ouvert 
de O(R) defini par / est alors donne par la classe dans PGLn(K) 

de (a^j°)i )U puisqu'alors a^°//3 =Pi u /Pi u , et est done continue. □ 

On en deduit immediatement : 

Corollaire. Si R est une representation GT-rigide de B n , Qr : GTi(k) — > 
PGLn(K) est continue. 

3.4. Trivialite. Nous donnons une caracterisation des representations GT- 
rigides R pour lesquelles Qr est triviale. 

Proposition 3. Soit p une representation GT-rigide de 2$ n (k), n > 3, 
<I> G AssA(k), A ^ 0, R = 3>(p). Xes conditions suivantes sont equivalentes 

(i) Qr est triviale. 

(H) P([ti2,h 3 }) =0. 

fmj P([P n ,P n ])={l}. 
5i k = (Q/ ; ces conditions sont encore equivalentes a 

(iv) Vcr G Gal(Q|Q( W oo)) Q^(ct) = 1. 

Demonstration. L'equivalence (ii) 44> (iii) est demontree dans j!2| . lemme 
5. (ii) (i) decoule du fait qu'alors 3>'(p) = 3>(p) pour tout $' G A$$A(k), 
parce que l'image par p de T n (k) est alors commutative. On montre (i) (ii) 
a partir du calcul explicite (cf. ^2] prop. 3) 

$2(p)(fT2) - *l(p)(o- 2 ) = p(s 2 )(c($l) - C($ 2 ))p([t 2 3, [«23,*12]]) 

plus des termes d'ordres superieurs, pour tous ( I ) i, < I ) 2 G A$$A(k). D'apres 
le lemme |U on peut en effet supposer c($) 7^ 0. Alors $ G Assa(^) et 
c ($) = - c ($) ^ c ($). Si Qij est triviale, S(p)(cr 2 ) = ¥(p)(cr 2 ). On a 
alors p([t 2 3i [*23)*i2]]) = 0. Comme la restriction de p a 7jj = 73 (k) est 63- 
equivariante on a aussi p([ti 2 , ^12,^23]]) = 0. Soit T' la sous-algebre de Lie de 
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73 engendree par ti2 et £23- On a = 7~'©kT avec T = ii2+ii3 + t23> kT = 
Z (7jj ) , T' ~ 73 /Z (73 ) . La restriction de p a 7"' annule ainsi [T' , [T' , T'] ] , done 
se factorise par une algebre de Lie nilpotente, done resoluble. La restriction 
de p a 73, done a T ~ T^/Z{T^), est semi-simple (cf. ^2] 5.2, lemme 6). On 
en deduit que la restriction de p a 7"' est commutative (cf. P ch. I §5 no. 3 
p. 65, cor. 1 du th. 1), et en particulier 12,^23]) = 0. Enfin, si k = Qi on 
a naturellement (i) (iv), et la demonstration de (iv) =>■ (zi) est analogue 
a celle de (i) (ii) car pour tout $ G A$$,\(k) il existe <r G Gal(Q|Q(^°o)) 
tel que c(a.$) 7^ c($) d'apres le lemme El et la proposition ^ □ 

Lorsque k est un corps topologique et la representation GT-rigide con- 
sidered est agregeante, la representation projective de GTi(k) se decompose 
en caracteres continus x '■ GTi(k) — > k((/i)) x qui ont les proprietes suiv- 
antes : a) si L est un surcorps de k, x s'etend en % : GT\(L) — > L((h)) x ; 
b) pour toute topologie sur k compatible a sa structure de corps, x est con- 
tinue des que l'inclusion IcL est continue. Nous aurons besoin du lemme 
suivant. 

Lemme 4. Soit x '■ GTi(Q) — ► Q((/i)) x un caractere verifiant les conditions 
a) et b), etgo I'unique element de GTi(C) tel que go-^KZ = ^kz- Sixido) 7^ 
1, alors x est non triviale. 

Demonstration. Pour tout nombre premier I, on peut choisir un rationnel 
Pi > tel que yf—fii G Qz (par exemple = 7 et pi = I — 1 si I 7^ 2). 
Soit L = (Q(V — A) £ Pour la topologie naturelle de C, les inclusions 
QcLcC sont des inclusions de corps topologiques. Comme Pi > 0, L est 
dense dans C done GT\(L) est dense dans GTi(C) d'apres le theoreme^et 
il existe done 5 G GT\(L) tel que x(ff') 7^ 1 P ar continuite. En particulier, 
pour tout corps V isomorphe a L il existe g' G GT\(L') tel que xG/) 7^ 1- 
Prenant pour L' l'extension de (Q dans engendree par \f—pi on en deduit 
qu'existe g' G CrTi(Qj) tel que x^O 7^ 1- Comme (Q est dense dans (Q; on 
deduit du theoreme ^ qu'existe 5" G GTi(Q) tel que x(</') 7^ 1- ^ 

3.5. Exemples. Les exemples les plus simples de representations GT-rigides 
et agregeantes proviennent de l'algebre d'lwahori-Hecke de type A, et sont 
etudiees dans la partie suivante. Dans j^j, th. A (voir aussi j2j prop. 16.1.6), 
Drinfeld montre que toutes les composantes (absolument) irreductibles des 
representations de type Yang-Baxter de B n sont GT-rigides. Enfin, il n'est 
pas difficile de montrer, en reprenant les arguments de flU] prop. 4, et en util- 
isant le th. 4 de |lUj . que les representations de l'algebre de Birman-Wenzl- 
Murakami sont GT-rigides et agregeantes (voir egalement |llj th. 2). Nous 
determinons en appendice la forme generale d'un element de GTi(k) modulo 
des termes d'ordres au moins 6. Chacun de ces elements est congru a l'un 
des elements g a ^, definis dans l'appendice, pour a, b G k. Cela nous permet 
de calculer jusqu'en degre 5 les valeurs des caracteres associes a une telle 
representation, si l'on sait decrire une representation infinitesimale corre- 
spondante. Comme exemple, nous considerons la representation irreductible 
de dimension 3 la plus generale de 2$3(k), definie par s± = diag(l, 1, — 1), 
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t 12 = diag(^,^,0) et 




S2 



On a £13 + t23 = diag(^p, ^^,3), done cette representation irreductible 
est agregeante si v £" {—3,0,3}. Elle est egalement GT-rigide, car elle cor- 
respond a une representation de l'algebre de Birman-Wenzl-Murakami, ou 
encore a une representation de l'algebre de Hecke cyclotomique du groupe 
de reflexions complexes G4 (cf. J2]). Soit $0 £ A$$i et R = $>(p). On en 
deduit deux caracteres Qr,2 et Qr^ tels que 

Q R ,2(9a,b) = 1 - \av(v 2 - 9)h 3 - ^-v(v 2 - 9){v 2 + 7)bh 5 + ... 
8 54 

et QR,3(9a,b) vaut 

1 + ±-a(v + 9)(v 2 - 9)h 3 + ^-(v + 5)(v 2 - 9){v 2 - 4v + 27)b{v 2 + 7)h 5 + ... 
lb Izo 

4. Algebre de Hecke et caracteres de GTi(k) 

4.1. Algebre d'lwahori-Hecke de type A. Soit q E K x un scalaire non 
nul. L'algebre d'lwahori-Hecke de type A est notee H n (q). C'est le quotient 
de KB n par la relation (a\ — q)[p\ + q~ 1 ) = 0. Onaff n (l) = K& n , et H n (q) 
est isomorphe a K6 n pour q non racine de l'unite. A toute partition a de n 
on associe classiquement, de fagon uniforme en q, une classe d'isomorphisme 
de representations de H n (q), de sorte que la partition [n] corresponde a la 
representation a r 1— > q £ GL\{K) de S n . 

Nos conventions sur les diagrammes de Young sont telles que la partition 
[3, 2] est represente par le diagramme a deux colonnes Dans le tableau 
de Young standard la case contenant un 2 est en colonne 1 et ligne 2. A 
tout tableau de Young standard T de taille n est associe un (n — l)-uplet 
appele son contenu, defini comme (k(T) — Ci(T))i=2..n ou k(T) (resp. q(T)) 
designe la ligne (resp. la colonne) ou se trouve i. Cette correspondance est 
injective, et identifie les tableaux standard de taille n a certains elements 
de T 1 ' 1 . On munit Z"" 1 de l'ordre inverse de l'ordre lexicographique, et 
l'ensemble des tableaux standard de meme taille de l'ordre induit. 

On decrit maintenant des expressions matricielles de ces representations. 
Soit a une partition de n; on introduit le K-espace vectoriel de base les 
tableaux de Young standard de forme a. Pour r £ [1, n — 1] on fait agir 
a r £ B n sur un tableau standard T comme suit. Si r et r + 1 se trouvent sur 
la meme colonne (resp. ligne) de T, a r .T = qT (resp. a r .T = —q^T). Sinon, 
soit T" le tableau (standard) deduit de T par transposition de r et r + 1 dans 
T. Quitte a echanger les roles de T et T', on peut supposer que la colonne de 
T ou se trouve r precede celle ou se trouve r + 1, ce qui revient a demander 
T < T'. On note d la distance axiale entre r et r + 1 dans T. Si r (resp. r + 1) 
se trouve dans T en colonne c (resp. d) et ligne I (resp. /'), elle est definie 
par d = I — V + d — c, et est done necessairement positive. On demande que 
Paction de a r laisse le plan engendre par T et T' stable, et que sa restriction 
soit donnee sur la base (T, T') par une matrice ne dependant que de d et 
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q. On appelle modele matriciel de H n (q) toute collection (M|)d>2 telle que 
la construction precedente fournisse une representation de H n (q) de classe 
correspondant a la partition a, pour toute partition a et tout n > 2, ceci 
pour presque tout q. II est immediat que chaque doit avoir pour trace 
q — g _1 et determinant — 1, et done etre de la forme 



ad bd 
a', 



avec ad £ K,bd £ i^ x , = q — q~ l —ad, et / pour g generique. On 

verifie facilement que toute collection (M%)d>2 definie par de tels coefficients 
ad, bd, definit bien un modele matriciel si et seulement si aa+i(q— ad) = adq~ l 
pour tout d > 2 avec ai = —l/q(q 2 + 1). On en deduit les formules generales 
a d = (1 - q 2 )/q(q 2d - 1), a' d = q 2d ~ l {q 2 - l)/{q 2d - I). Un modele est 
done arbitrairement determine par le choix d'une suite (b d )d>2 d'elements 
de K x . Quel que soit le choix de ces scalaires, chaque tableau standard est un 
vecteur propre commun des S r , r £ [2, n\. Si le contenu de T est (c2, . . . , c„), 
S r .T = q 2Cr T. 

De fagon analogue, on appelle modele matriciel du groupe symetrique 
une suite (Md)d>2 avec M d £ GL2(k) telle que la construction precedente 
donne, pour q = 1, les representations du groupe symetrique. Deux d'entre 
eux nous seront utiles, le modele semi- normal et le modele orthonormal de 
Young, respectivement donnes par 



I ( -1 d+l\ If -1 ^fdP 
et 



d\d-l I ) d \ v^^I 1 

4.2. Representations infinitesimales. Soit po : ©n — ► GL^^t) une re- 
presentation du groupe symetrique. Elle s'etend en une representation p de 
*B n (k) par la formule p(Uj) = 2p((i j)). Pour tout $ £ Assi(k), $(p)(ai) = 
p(si) exp(/ip(si)) est semi-simple a valeurs propres q = e h et — q~ Y , done 
<3?(p) se factorise par H n (q) pour q = e h . Si po est absolument irreductible 
il en est de meme de p et de &(p)- De plus, p est alors agregeante et 3>(p) 
permet de definir des caracteres de GTi(k). 

Fixons un modele matriciel (M^)^>2 du groupe symetrique, et etendons 
Paction de 6„ sur les tableaux standard en une action de 2$ n suivant la 
formule precedente. Si T est un tableau standard de contenu (c2,...,c n ) 
on a y r .T = 2c r T pour tout r £ [2,n\. En particulier, si T est un tableau 
standard contenant r et r + 1 dans la meme colonne (resp. la meme ligne), 
la droite engendree par T est stable par Y r et t r ,r+i- On fixe desormais 
$ £ Assi(k) et on fait agir (if-lineairement) B n sur les tableaux standard 
selon <&(p). Comme $ est l'exponentielle d'une serie de Lie $ sans terme 
lineaire, $>(Y r , t r;T -+i) laisse alors T invariant done oy.T = s r exp(/is r ).T 
vaut gT (resp. —q~ l T). Dans le cas contraire, soit T" le tableau standard 
deduit de T par transposition de r et r + 1, notons (c' 2 , ■ ■ ■ , c' n ) son contenu 
et supposons T < T' . Le plan engendre par T et T' est stable par s r , Y r 
et Yr+i, done par a r . L'expression de s r exp(hs r ) dans la base (T, T") vaut 
M]exp(/iM]), avec d la distance axiale associee au couple (T, T"). D'autre 
part, y r + y r+ i commute a y r et t r ,r+i, et Y r = (Y r + Y r+ i)/2 + (Y r — Y r+ i)/2, 
done &(Y r ,t r , r+ i) = &((Y r - Y r+ i)/2,t r , r+ i) car $ = exp * avec ^ £ £(k) 
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sans terme lineaire. Comme i r ,r+i agit par 2M^ et (Y r — Y r+ i)/2 par la ma- 
trice diagonale r\ d de coefficients (c r — c' r , c r+ \ — c' r+1 ) = (d, —d), Pexpression 
de a r dans la base (T, T') ne depend que de d et q, et fournit ainsi un modele 
matriciel (M^)d>2 de H n (q), tel que M| = modulo h. En particulier, 
a tout $ G Assi(k) est ainsi attache un modele (Mj , ($))^> 2 et une suite 
de scalaires bd{<&) G K x , d > 2. On remarque que, comme (M^) 2 = 1, 
pour tout $ G Assi(k), on a 2Mj($) = (g - g^ 1 ) + (g + g -1 )QM]Q _1 
avec Q = <S>(2hM},hi] d ). Comme nous n'utiliserons que deux modeles du 
groupe symetrique, nous noterons et b d (<&) les scalaires corre- 

spondant respectivement aux modeles semi-normal et orthogonal. Comme 
ces deux modeles sont conjugues par la matrice diagonale de coefficients 
on en deduit que ces deux nombres sont lies par la rela- 
tion b d (Q)\/d — 1 = b d (&)\/d + 1. Un calcul explicite montre d'autre part 
aisement que 

-^—b d {$) = 1 + % + 16c($)dh 3 + o(h 3 ). 



4.3. L'associateur KZ. Dans sa these Jorge Gonzalez-Lorca a calcule 
M d ($>Kz), done bd(&Kz)- Pour la commodite du lecteur mais aussi parce 
que nous aurons egalement besoin de connaitre b d (&Kz), nous reprenons ici 
les dernieres etapes de ce calcul. On a ici k = C, A = C[[/tj], K = C((/t)). 
On note h = h/(2m) et l'on suppose Mi donne par le modele semi- normal. 
On introduit la fonction de trois variables complexes 

r , , r(l-2a)r(l + 26) 

31 ' ' j r(l + 6-a + 5)r(l + 6-a-<5) 

ou 5 designe une racine carree de a 2 + b 2 + 2c et T est la fonction Gamma 
d'Euler. Comme T(l + z) est analytique au voisinage de 0, on peut definir 
r 3 (a,/?,7) G if pour a,/?, 7 G ZiA et F(o,6) = T 3 (ha,hb,-2h 2 ) G if pour 
a, 6 G k. Pour tout X G Mjv(k) semi-simple et x G Sp(X) on note P X ,X G 
Mjv(k) C Mn(K) le projecteur sur Pespace propre Ker(X— x) naturellement 
associe et on definit F(U,V), pour U, V G Mjv(k) semi-simples, comme la 
somme des termes F(u, v)P u> uP v y sur tous les couples (u, v) G Sp(U) x 
<Sp(V). Pour traiter simultanement les cas de <&kz et $>kz, on introduit un 
parametre e = ±1 et l'on pose F e (a,b) = F(ea,eb). 

Pour alleger les notations, notons U = rjd, V = 2M d et S = Ml. En 
utilisant le fait que UV + VU = —4 et les methodes de Riemann et Kummer 
sur l'equation hypergeometrique, J. Gonzalez-Lorca montre dans 0] que 
$kz(U,V) = F e (V,U), $kz(V,U) = F € (U,V), ou Ton note U = ehU, 
V = ehV. On en deduit Mj($) pour <3? = $ KZ (si e = 1) et $ = <3?^ (si 
e = —1) comme suit. Soit P± = P±i t s = P±2,v- On a 

F e (C7,F) = F e (U,2)P + +F e (U,-2)P. 
F e (V,U) = P + F t (2,U) + P.F e (-2,U) 

done <&kz(V, U)S$kz{U, V) est egal a la difference 



(F £ (U, 2)P+F e (2, U)) - (F £ (U, -2)P_F £ (-2, [/)) 
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et ainsi son coefficient en premiere ligne et deuxieme colonne vaut 
[ Fe fa 2 )F t (2, -d) + F t (d, -2)F e (-2, -d)] . 

On en deduit 

K(*kz) = ^^(Z(d,2) + Z(d,-2)) 
W*kz) = ^- q -^(Z(-d,-2) + Z(-d,2)) 

avec Z(a,b) = F(a,b)F(b, -a), done b s d {$ KZ )/b s d {l> KZ ) vaut J{d + l)J(d- 
1)/J(d) 2 avec J(x) = J{2hx) et 

ou 7 est la constante d'Euler. Ainsi, 

&2(**z) = (_ 2 y C(2n + 1) 2w+1 2n+1 \ 

avec Q„(d) = (d + l) 2n+1 + (d - l) 2n+1 - 2d 2n+1 . 

4.4. Associateurs pairs. Soit $ G Ass5(k), et choisissons pour M] le 
modele orthonormal de Young, de telle sorte que M d est simultanement or- 
thogonale et symetrique pour tout d > 2. On en deduit que M d exp(hM d ) 
est egalement symetrique. Soit ^ la serie de Lie sans terme lineaire telle 
que $ = exp ^. Comme rj^ est symetrique et x i— > — l x est un automor- 
phisme de l'algebre de Lie gl N (K), la transposed de ^(hrjd, hM d ) vaut 
-y(-hr}d, -hM]). On en deduit 

et qu'ainsi Mj($) est symetrique. On a done 62(^) 2 = 1 + &d a d- Comme 
1 + ado! d est congru a (d 2 — l)/d 7^ modulo h, il existe un unique b d ($>) G 
A verifiant cette equation qui soit de plus congru a Vd 2 — 1 jd modulo h. 
Avec les notations des (/-analogues [n] q = (q n — q~ n )/(q — q^ 1 ), on trouve 
b° d ^) = y/[d+l] q [d-l] q /[d] q d'ou 



_ VdTT^[d + i] q [d-i} q _d+i{ h> 4d 2 - 1 4 

Remarquons qu'avec ces notations, = — g~ d /[d] g , = q d /[d] q . Comme 
kcRon note comme consequence immediate de ces calculs 

Proposition 4. Un modele matriciel de H n (q) unitaire au sens de ^2j est 
donne par 



"«t„ —( ~ q ~ d Vi d + 1 U d - 1 ] q 

[d] q V y/[d+l] q [d-l] q 



-A 



Afin de comparer b s d {§) et on introduit les fonctions 

I(z)=T(l + z)T(l-z) = —^- I(z)=I(2zh). 

sin ttz ) 
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Fig. 1 - Base de la representation de Burau 



Comme (q n — q n )/2 = ism(2mrH) = nh/I(n), on a 

d + 1 1(d) 



d 'i(d+i)i(d-i) 



d ou, en utilisant (q + q- l )I{2)/2I{\) = 1 et 1' expression de T(l ± x) en 
fonction de I et J, on obtient 



*5(*) *S(*) ff(rf) 

avec 



et Q„(d) = (d + l) 2n+1 + (d - l) 2n+1 - 2d 2n+1 . 

Les formules obtenues nous disent en particulier que le logarithme de 
b s d (^Kz)/b s d (^) admet pour developpent limite 

-2iC(3)d , 3 + 2id(2d 2 + l)C(5) /t5 _ 2id(l + 3d 4 + 5d 2 )C(7) /t7 + 8 

4.5. Caracteres. Choisissons un modele matriciel de H n (q) associe a une 
suite (bd)d>2 = (bd(®))d>2 pour un certain $ G A$$A(k). Pour toute parti- 
tion a de n, la representation irreductible R associee sur les tableaux stan- 
dard de forme a est GT-rigide et R{52), ■ ■ ■ , R(S n ) engendre les matrices 
diagonales, comme on le deduit immediatement de l'expression de S r pour 
2 < r < n et de l'invariance de o\ sous Taction de GTi(k). En particulier, 
prenons pour R la representation correspondant a la partition [2, l n_2 ] - c'est 
la representation de Burau (reduite). On note ei, . . . , e n _i sa base suivant 
l'ordre defini sur les tableaux standard, et Xd = Qn,d pour 2 < d < n — 1. 
Pour tout (/ G GTi(k), on prend pour representant de Qn(g) dans GLn(K) 
la matrice diagonale de coefficients (1, X2(g), X2X3G7)) • • • )• Notant par abus 
cr£ (resp. o>) Paction de o> G i?„ suivant g.R (resp. i?) on a, sur le plan 
(e r ,e r+ i), 

* K+i \ _, _( x (g) VV * b r+ i \ ( x(g) 



'r+1 

* 



avec x = X2---Xr et x' = X2---Xr+i, d'ou b' r+1 = b r+1 Xr+i(g)- Comme 
demontre en 3.2.3, les Xr son t a valeurs dans v4 x = k[[/i]] x . Supposons 
maintenant $ G Assi(k) et 6 d = Si = 5.$ on a alors 6^(<J>') = 

b d ($)Xd(g)- En particulier, si g G GTi(C) est telque $a-z = 5.$^, X^s) -1 
est donne par la formule (*). Comme, a d > 2 fixe, Q n {d) ~ 2n(2n + l)d 2n ~ 1 
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pour n grand, les fonctions de n definies sont lineairement independantes et 
on deduit immediatement du lemme |1] : 

Proposition 5. Les caracteres Xd '■ GTi(Q) — ► (Q[[/i]]) x pour d > 2 sont 
algebriquement independents sur (Q en tant que fonctions GTi(Q) — > Q[[/t]]. 

Pour conclure la demonstration du theoreme C, soit a une partition quel- 
conque de n, R la representation de H n {q) correspondante suivant le modele 
associe a b s d {&) et N sa dimension. Si T est un tableau standard de taille n, et 
i < j avec q(T) > Cj(T), on note dr(i,j) = lj(T) — li(T) + Ci(T) — Cj(T) > 0. 
Un representant dans GLn(K) de Qn(g) pour g G GTi(k) est alors donne 
par la matrice diagonale qui a T de forme a associe xt(9)T avec 

xt(s) = n Xd T (ij){g)- 

Ci (T)>Cj(T) 

En effet, il suffit de montrer que cette matrice conjugue les representations 
associees a b s d (<&) et b d (&), e'est-a-dire les expressions de o T pour 1 < r < 
n — 1 suivant ces deux representations. Fixant un tel r, il suffit de le montrer 
sur les plans (Ti, T2) ou T2 est deduit de T\ par l'echange de r et r + 1. Or, 
si Ti < T2 et en notant d la distance axiale associee, on a <i = <iT 2 ( r , r + 1) et 
Xt 2 (9) = XT 1 {g)Xd{g) , done Mj($) est conjuguee par la matrice diagonale 
de coefficients (<?))> ce Q u i donne bien (<&'). 

La relation entre les caracteres issus de deux diagrammes symetriques l'un 
de Pautre est la suivante. Soit T un tableau de forme a, T' son symetrique 
de forme a' . Pour d < 0, notons par convention = 1- Alors 

XTXT' = ]J Xdr(ij) II XdrO",*") 

Ci (T)>^(T) iiCT^CT) 

est encore egal au produit des Xd T (i,j)Xd T (j,i) sur tous les couples i < j 
tels que Cj(T) > Cj(T) ou (exclusif) k(T) > lj(T). De tels couples sont en 
bijection avec les crochets du diagramme a, e'est-a-dire les couples (x, y) de 
cases de a ou x (resp. y) est en colonne c (resp. c') et ligne I (resp. V) avec 
c < t/ et I > V : a (x, y) on associe le couple (i, j) ou i (resp. j) est le minimum 
(resp. le maximum) de leurs contenus dans T ; inversement, la condition sur 
i et j signifie que les deux cases qui les contiennent forment un crochet. Pour 
un tel crochet (x, y) on definit sa longueur 5 = 5(x, y) = c' — c + l — V ' . Alors 

Xd'/(i,j) Xd'i(j.i) X&X— S XS 

et 

XTXT' = Yl XS(x,y) 

crochets (x,y) 
depend seulement de a, et plus de T. 

Soit e l'automorphisme involutif de K defini par f(h) 1— > f(—h) et Ufq{K) = 
{x G GLn(K) I x~ l =* e(x)} le groupe unitaire associe. Si Ton part d'une 
representation orthogonale po : S n — ► On fa), les representations $(p) de 
Palgebre de Hecke obtenues se factorisent par U N (K) (cf. ^2] section 3.2.2). 
On en deduit que les caracteres Xd se factorisent par Uf(A) = {x £ A 
e{x) = x^ 1 }, et que les Xd(d) sont des exponentielles de series impaires en 
h (sans terme lineaire d'apres le calcul de b d ($) a l'ordre 3 en 4.2). 
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4.6. Resonances. Remarquons que si une partition de n est donnee, les 
caracteres xt pour R parcourant les tableaux standard de forme a ne sont 
pas necessairement distincts, comme le montre l'exemple de a = [3, 2] : un 
representant de Qn{g) dans GL^(K) est alors donne par la matrice diagonale 
de coefficients (1, X3{g), X2X3(g), X2X3{g), xlxsid))- 

Proposition 6. La representation de H n (q) associee a un diagramme a est 
sans resonances si et seulement si a est une equerre ou egal a [2, 2] . 

Demonstration. Soit R la representation de Burau (reduite), et e\, . . . , e n -\ 
la base choisie precedemment. Comme les diagrammes en equerres corre- 
spondent aux puissances exterieures de R, il faut montrer que A r R est 
sans resonances pour r 6 [0, n — 1]. Fixons r et associons a toute partie 
7 = {ii, . . . ,i r } C 1] de cardinal r avec i\ < ■ ■ ■ < i r le vecteur 

&i = A- ■ • Aei r . L'ensemble des vecteurs de ce type forme une base de A r R. 
Un relevement lineaire de Qr est donne par Paction lineaire g.ei = ^i(g)ei, 
avec ifix = 1, ij)2 = X2i ■ ■ ■} V'n-i = X2 ■ ■ ■ Xn-i- Un relevement dans GL(A r R) 
de Paction projective de GTi(k) sur A r R est done donne par g Q(g) avec 

Q(g)ei = (n^) (g)ei = [ llx f d diI) ) (9)ej 

Kiel J \d=2 J 

ou fd(I) = #{i £ / | i > d}. Comme les Xd sont algebriquement 
independants, il s'agit done de montrer que, si fd(I) = fd(J) pour d £ 
[2,n — 1], alors I = J, au moins si #7 = #J = r. Mais dans ce cas, on 
a egalement #7 = /i(7) = /i(J) = #J, d'ou Pon deduit immediatement 
7 = J, puisque i £ I fi(d) > fi-i(d). 

Le cas du diagramme [2,2] se ramene a celui de Pequerre [2, 1], puisque 
ce deuxieme est la restriction a B3 C du premier. 

D'apres la relation entre xt et XT' pour deux tableaux T et T' symetriques 
Pun de Pautre, la representation associee a a sera sans resonances si et 
seulement si celle associee a a' Pest. II reste done a montrer que, si a > [3, 2], 
il existe deux tableaux distincts T\ et T2 de forme a tel que xt± = Xt 2 - 
Considerons les deux tableaux de la figure El : on remplit d'abord les cases 
du sous-diagramme [3, 2] comme indique avec les nombres de 1 a 5, puis Pon 
remplit les autres cases dans Pordre standard avec les nombres restant. On 
a alors 

XTi = (X3---Xn 1 -l)(X2---Xn 1 -3) = X2X3 ■ ■ ■ Xn^Xn-,-2 
= (X2---Xm-2)(X3---Xm-3) = XT 2 

□ 

5. Appendice : Cocycles de GTi(k) 

On fait agir a G G m (k) = k x sur f(h) E K = k((/i)) par (f.a)(h) = 
f(ah). Cette action laisse stable Panneau de valuation discrete A = h[[h]], 
son ideal maximal Aq = hA et A± = 1 + hA = expAo. Le morphisme 
naturel ir : GTi(k) — > k x de noyau G7i(k) induit ainsi une action de GT(k) 
sur K, et done sur PGL^{K). De maniere a obtenir, non plus seulement 
des representations projectives de GTi(k) mais des 1-cocycles (a priori non 
abeliens) de GT(k) a valeurs dans PGL^{K), on peut renforcer la definition 
3.1 comme suit : 
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Fig. 2 - Tableaux tels que XTi = Xt 2 



Definition 2. f/ne representation R £ V/v(k) es£ dite fortement GT-rigide 
si R est absolument irreductible et, pour tout g £ GT(h), g.R est isomorphe 
(i o~ i — > R(a).-rr(g). 

Si R £ V]y(k) est fortement GT-rigide, R est en particulier GT-rigide. De 
plus il existe alors, pour tout g £ GT(k), un element Qn(g) £ PGL^(K) 
tel que 

W£B n (g.R)(a)=Q R (g)- 1 (R(a).7r(g))Q R (g). 

On verifie facilement que Q_r(si<?2) = (Qb,(9i)-^(92))Qb,(92), c'est-a-dire que 
Qr G Z 1 (GT(k), PGLn(K)). Si de plus R est agregeante, on en deduit des 
cocycles x £ Z 1 (GT(k), A\) ainsi que des cocycles 

^ = iog X eZ 1 (Gr(k),A ). 

Ces cocycles permettent enfin de definir des representations GT(k) — > GL>2(A) 
par 

( <9) tig) \ 

Parmi les representations R £ Vjy'(k) qui sont fortement GT-rigides, on 
trouve notamment les representations irreductibles de l'algebre d'lwahori- 
Hecke de type A et celles de l'algebre de Birman-Wenzl-Murakami. 

Si la restriction de x a GTi(k) est non triviale (cf. prop. 01), X n'est pas un 
cobord et la representation de GT(k) dans GL2(A) qui s'en deduit n'est pas 
scindee. De fagon generale, on montre inversement que les elements non nuls 
de if 1 (GT(k), Ax) proviennent necessairement de caracteres non triviaux de 
GTi(k). 

Proposition 7. Le morphisme de restriction H 1 (GT (k) , A\) — > Hom(CrTi(k), Ax) 
est injectif. 

En effet, la suite exacte d'inflation-restriction en cohomologie des groupes 
associee a la suite exacte 1 — ► GrTi(k) — > GT(k) — ► k x — > 1 est 

-> F 1 (k x ,Ai) -> fl -1 (GT(k),Ai) -> ^(GTiCkJ.Ai) 

avec ^(GT^k), Ai) = Hom(GTi(k), Ai). II suffit done de montrer que 
H 1 (k x , Ai) =0. Pour ce faire notons, pour m > 0, k m le k x -module k pour 
Paction (a, x) i— ► a m x. 
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w 3 


= [x, y] 




W4 = 


[x, 


[x. 


y}} 




w 5 


= [y, [y, x]] 


w 6 


[x, [x, [x, 


y]}} 


W-J = 


[y, 


[x, 


[x, 


y}]\ 


w 8 


= [y, [y, [x, y]]] 


w 9 


[x, [x, [x, 


[x,y\]]} 


WW = 


[y, 


[x, 


[x, 


[x,y]}}} 


w u 


= [y, [y, [x, [x,y]]}] 


W±2 


= [y, [y, [y, 


[x,y]}]} 


WlZ = 


[[x 


y] 


, [x 


[x,y]}} 


w u 


= [[x,y], [y, [x,y]}] 



Tab. 1 - Bases de C(k) en degre au plus 5 



Lemme 5. Si m > 1, H 1 (k x ,k m ) = 0. 

Demonstration. Si / G Z 1 (k x ,k m ) et 0:1,02 G Ik sont tels que a™ 7^ 1 et 
< ^ 1, 

/(aia 2 ) = a™/(a 2 ) + /(a-i) = /(a 2 ai) = a 2 n /(ai) + /(a 2 ) 

done f(a)/(a m — 1) ne depend pas du choix de a, pourvu que a m 7^ 1. 
Comme car.k = 0, k x 7^ // m (k) et il existe x G Ik bien defini tel que /(a) = 
(a m — l)x = a.x — x pour tout a G k x \ /z m (k). II reste a montrer que 
f(a) = pour tout a G /i m (k). Or la restriction de / a /i m (k) est dans 
Hom(// m (k), k) = puisque k est sans torsion, done / est un cobord et 
i7 1 (k x ,k m ) = 0. □ 

On en deduit 

H\k* , A x ) ~ i? 1 (& x , A)) ^ II H\k x , k m ) = 0, 

m>l 

le premier isomorphisme decoulant de risomorphisme de k x -modules entre 
(^o,+) et (A%, x) donne par l'exponentielle, et le second du fait que Aq ~ 
rim>i ^-m en tant que k x -module. 

6. Appendice : Calculs en degre 5 

Pour faire les calculs explicitement, on introduit des bases formees de 
monomes de Lie des composantes homogenes de ^4(k) jusqu'en degre 5. 
D'autre part, on note a = b si tu{a — b) > 6. Notons ipx et tp2 les elements 
de gtt 1 (k) correspondant aux elements fx et / 2 de l'interpretation « hamil- 
tonienne » de Drinfeld dans On exprime facilement ipx = w 5 ~ w ii et 

— — = -2WXQ ~ 2WXX ~ 2WX2 + 2^13 + WXA- 

ox 

L'element ^2 se deduit de 8/2/ dx par la transformation involutive F(x, y) 1— ► 
F(x, —x — y), dont la matrice dans la base wg, . . . , wxi des elements de degre 
5 s'ecrit 
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d'ou 

1p2 = —2^9 — 4u>io — 4u>n — 2wx2 — WX3 — 3WX4- 
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On pose ipafi = aipi+bip2 G 0tt 1 (k) pour a, b G k, et on note G GRT\{k) 
son exponentielle au sens du groupe. Si <I> G Assi(k), on sait que Ton peut 
ecrire $ = 1+24103 — ^1+^4+^5 avec 4>4, 4>§ homogenes de degres respectifs 
4 et 5. Alors 

$.^ a ,b = exp( SVvt) )($) = $ + m/>i + &V2 + + [[-<Pi,x},y]), 

et de plus [[tpi, x], y]] = — u>n — w\q. D'autre part la formule de Le et Mu- 
rakami |Hj dit 

<5>kz = 1 + H + C(3)^i + <t>$ Z + -((5)^2 - -^C(3)Ko + wii + u>3^i) 

avec C(n) = C(ra)/(2ivr) n , et (f>f z = (-w 7 - 4u> 6 - 4w 8 + 5w§)/5760. On en 
deduit d'une part que 

$0 = _ f - (3)) _ f - (5)/2 = 1 + ^3 + 0f Z 

est pair jusqu'en degre 6, et d'autre part que tout associateur a les memes 
termes de degre 2 et 4. 

Pour obtenir l'expression generale d'un element de GT\ (k) jusqu'en degre 
5, il suffit de calculer g a ^ = fc$ (^0,6)1 uniquement determine par g a ,b-^o = 
&o-^a,b- Posons g a ,b = expF. A des termes d'ordre au moins 4 pres, on a 
$ = 1 + w 3 /24, $ e x $o 1 = e x + [w 3 ,x]/24, et log$ e x $ 1 = x - w 4 /24. 
Notons G4, G5 les composantes homogenes de degre 4 et 5 de g a ^. On a vu 
que g a ^ = 1 + 0^1 + G4 + G5, d'ou F = aipi + G4 + G5. Or ipi = w$ — W4, et 

f 104(0; - W4/24, y) = W4 + (wio + 2^i 3 )/24 
\ w 5 (x - W4/24, y) = w 5 -wu/2A 

d'ou 

F(log ^oe^o 1 ), y) = ai/)i + G A + G 5 - ^r(u>io + mil + 21013). 
D'autre part ^o-^a.fi = ^0 + o>ipi + ^2 + a(tV3i/)i — w%\ — tuio) d'ou 

(^-O-^a.fe)-^ 1 = 1 + + ^2 + o([W3,^l]- ™U -Wio)/24 

= 1 + a^i + bifj 2 - a(wi + ^11 + ^13 + wu)/24 
et son logarithme vaut 

atp! + bip 2 - a{w w + ton + u> 13 + wu)/24 = F(log <& e x % *)» 2/) 
d'ou G 4 = 0, et G5 = bi\>2 + a(^i3 — u>u)/24 soit 

G 5 = - (26^9 + 46wio + 46wii + 26u>i2 + (6 - ^)^13 + (6 + 
On peut d'autre part calculer 

Xd(9a,b) = b -^§T^ = 1 " 16a^ 3 - 128d6(l + 2d 2 )h 5 + ... 

Pour faire la comparaison avec les termes K^(ff) d'lhara, il faut calculer, 
pour chaque monome de Lie w r , les elements w' r = Tx a b Px(w r (log(l + 
x), log(l + y))). On trouve 

( w' 4 = \y 2 x 2 — iy 3 x 2 — x 2 y + x 3 y — \y 2 x z — jkx 4 y 
\ w' 5 = |y 2 x 3 + y 2 x - 2-y 2 x 2 + \y^x 2 - y 3 x + ||y 4 x 
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et les images de wg, . . . , W14 sont respectivement —x 4 y, —y 2 x 3 , —y 3 x 2 , —y 4 x, 0, 0. 
On deduit alors de la formule generale de g a ^ et de 

ip° b = 1 + ^^-(yx 2 + y 2 x — yx 3 — y 2 x 2 — y 3 x) 

+(I«3W + ^5W)(^ 2 + ^ 3 ) 
que a = kI(<j)/2 et b = kK<t)/4&. 

Si I = 3, n^(a) = K^(a)/8, K^(a) = Ks(cr)/80. On peut verifier 

±(4 + 1U* 3 ) = g^(« 5 + no« 3 ) e z 3 

parce que modulo 3 K5 + IIOK3 = 111^3 = 0, 

— (5«5 + 4) = ^^(50^3 + « 5 ) G ^3 

car 50k 3 + K5 = 51k 3 = modulo 3. 

Si I = 2, on a (k* + 11k$)/24 = (3k 5 + 341k 3 )/(2 3 .279) G Z 2 car 3k 5 + 
341k 3 = 8k 3 = modulo 8. De meme (5^+k^)/12 = (155k 3 +3k 5 )/(2 2 .279) G 
Z2 parce que 155k 3 +3ks = 3(^3+^5 = 3.2^3 = modulo 4. On a done verifie 
que les coefficients de ip ab (a) appartiennent a 7L\ . On deduit egalement de ces 
formules qu'au moins les premiers coefficients de Xd(&), — 16od = — 8dK 3 (a) 
et -128M(1 + 2d 2 ) = -8K* 5 (a)d(l + 2d 2 )/3 appartiennent a Z h puisque 
d(l + 2d 2 ) est divisible par 3 pour tout d £ N. 
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